TOMPOSNE SZULE VERONIKA ETELKA'

Gumibdl késziilt jarmiialkatrészek mechanikai
és termodinamikai viselkedésének szamitogépes
modellezése

1. BEVEZETES

Gumibodl késziilt jarmualkatrészek mechanikai és termodinamikai viselkedésé-
nek leirasakor figyelembe kell venni azt a tényt, miszerint az alakvaltozasokat
kovetden hdmérsékletiik szamottevé mértékben megnd. A héfejlédéssel parosult
alakvaltozasokat leir6 feladatokat csatolt termomechanikai feladatoknak nevez-
ziik. Ezen feladatok megoldasa azért jelent nehézséget, mert a mechanikai fo-
lyamatot és a hofejlodés kovetkeztében fellépd hovezetést mas-mas egyenlet irja
le. A mechanikai egyenletekben szerepelhet a hémérsékletmez6 a hétagulason
vagy az anyagallandok hémérsékletfiiggésén keresztiil, a hovezetési egyenletben
szerepelhet a vizsgalt test deformalt alakjat megad¢ fiiggvény.

Jelen cikkben a megvaldsitott kutatasi eredmények bemutatasara keriil sor,
igy a csatolt termomechanikai feladat megoldasara, azaz szimulacio fejlesztésére
a termodinamikailag konzisztens leirdsmdd alkalmazdsaval, valamint a gumi-
alkatrészek kifdradasara vonatkozo szakirodalmi hattér 9sszefoglalasara. Ez azt
jelenti, hogy sziikséges az elméleti hattérként szolgdlé kontinuummechanikai?
alapok,® fizikai torvények* sszefoglalasa, mivel a gumira vonatkozé anyagtorvé-
nyek nem sérthetik ezen mechanikai és termodinamikai osszefiiggéseket.” Ezen
Osszefliggéseket, igy az impulzus- és perdiilet-tételt, ill. a termodinamika I. és
II. f6tételét ki kell terjeszteni a gumi és gumiszert anyagok nagy alakvaltozasai-
nak esetére. Bemutatasra keriil a csatolt termomechanikai feladat megoldasanak
modszere, azaz sor keriil egy a mechanikai egyenlet kozelité megoldasara hasz-
nalhaté mddszer, a virtudlis teljesitmény elvének, valamint a hdvezetési egyenlet

[1] SZE Multidiszciplinaris Miszaki Tudoményi Doktori Iskola, doktorjeldlt; SZE Gé-
pészmérnoki Informatikai és Villamosmérnoki Kar, Alkalmazott Mechanika Tanszék, egye-
temi tandrsegéd. Témavezetd: Dr. Pere Balazs, tanszékvezeté egyetemi docens, SZE Gé-
pészmérnoki Informatikai és Villamosmérnoki Kar, Alkalmazott Mechanika Tanszék.
[2] BONET, JAVIER — WOOD, RICHARD D.: Nonlinear Continuum Mechanics for Finite Element Ana-
lysis, 1997, Camebridge, Camebridge University Press.

[3] HoLzAPFEL, GERHARD A.: Nonlinear Solid Mechanics, 2000, Chichester, John Wiley&Sons.
[4] TRELOAR, LESLIE RONALD GEORGE: The Physics of Rubber Elasticity, 1975, 3rd edition, Oxford
University Press, New York.

[5] FLoRy, PAUL JouN: Thermodynamic relations for high elastic materials, in Transactions of the
Faraday Society, 1961, Vol. 57, pp. 829-838.
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megoldasanal hasznalhaté médszer a virtualis hémérsékletek elvének bemutata-
sara. A kifaradasra vonatkozé szakirodalmi hattér 6sszefoglalasa a késébbi kifa-
radas- és élettartam szamitasok alapjaul szolgal.

2. MECHANIKAI ES TERMODINAMIKAI OSSZEFUGGESEK

Jeldlje a pillanatnyi konfiguracidban az altalunk vizsgalt test térfogatat v, feliile-
tét a . Az impulzus-tétel integral alakja pillanatnyi konfiguracidban a kovetkezd
alaku:
vpdv—_[tda+jfdv (1)

(a)
ahol ; atestegy pont]anak sebessege, p atest anyaganak tomegstirtisége, {
az egységnyi feliiletre esé terhelés, f azegységnyi térfogatra jut6 terhelés, ahogyan
az els@ abrén lathat6. A 7 terhelésvektor a Cauchy-fesziiltség segitségével is meg-
adhatd: 7 =57 .
A perdiilet tétel differenciélis alakjat hasznaljuk pillanatnyi konfiguraciéban:

d
dt

Px(pi-gV-f)=rxgv @)

A nyomatékok egyensilyanak differencialis alakja a o=0' egyenldséggel
fejezhetd ki, amely egyenlet kivetkezménye, hogy a fesziiltség tenzor szimmetri-
kus. Rugalmas anyagokban ismétldd6 alakvaltozasok hatasara hoéfejlddés figyel-
hetd meg. A kontinuum test klasszikus kontinuum-termodinamikai jellemzé-
sével foglalkozik Holzapfel® és Simo’ munkaikban, amelyben figyelembe veszik
a termodinamika f6tételeit, valamint a Helmholtz-féle szabadenergiat és a hdve-
zetést. A bels6 energia bevezetésével a termodinamika els6 fététele pillanatnyi
konfiguraciéban:

ép=[-V-G+hl+o--d (3)

valamint a kezdeti konfiguracidban:
epy =[-V, G, +h|+S-E (4
ahol E? Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor.
A gumi és gumiszer(i anyagok viszkoelasztikus tulajdonsdgat a masodik fété-

tel fogalmazza meg, ugyanis, ha az anyag viszkozus és a fesziiltségre relaxal, az
csak egy iranyban torténhet, vagy csokken a fesziiltség vagy novekszik. Azaz egy

[6] HOLZAPFEL: i. m.

[7] HoLzapPFEL, GERHARD A. — SiMO, JuaN C.: Entropy elasticity of isotropic rubber-like solids
at finite strains, in Computer methods in applied mechanics and engineering, 1996, Vol 132., pp.
17-44.
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elszigetelt rendszer allapota termikus egyensuly felé halad. A késébbi szamita-
sok elvégzése érdekében célszert a feladat valtozdjat entrépiardl hémérséklet-
re cserélni® a Legendre-transzformacié alkalmazasaval és a Helmholtz-féle sza-
badenergia’® hasznalataval:

y=e-nT (5)

Igy a termodinamika mésodik f6tétele a kovetkezé alakot nyeri:

. : . G,-V,T
Vo 2oy +S-E-"==-D (6)

A disszipacio reverzibilis folyamatok esetében nulla D, =0, azonban az
egyenlStlenség irreverzibilis folyamatokra vonatkozik, igy a Clausius-Duhem
egyenl6tlenség:'

) . GV T
OSDOZ_V}P0+77TPO+§"E_%TO )

ahol D a disszipécid, 77 az entrépia, T az abszolut hémérséklet.

3. MECHANIKAI FELADAT MEGOLDASA: VIRTUALIS TELJESITMENY
ELVE

Az (1) egyenlet differencidlis alakja a Gauss-tétel alkalmazasaval nyerhet6:
o V+/=0 (8)

A (8) egyenlet megolddsa végeselem mddszerrel torténik. A végeselem mod-
szer alapjat altaldban valamilyen energetikai elv képezi. Ebben az esetben a virtu-
alis teljesitmény"! elve'? keriil ismertetésre. Szorozzuk meg a (8) egyenlet mindkét
oldalét a V" fiiggvénnyel, ami két kinematikailag lehetséges sebességmezd kii-
lonbsége. Ezen fiiggvényt virtualis sebességmezdnek nevezziik, amely fiiggvény
a kovetkezd tulajdonsagokkal kell, hogy rendelkezzen: legyen folytonos, lega-
labb egyszer derivalhaté fiiggvény. A (8) egyenlet (itt részletesen nem kifejtett)

[8] Lu, S. C. H. — PisTER, K. S.: Decomposition of deformation and representation of the free
energy function for isotropic thermoelastic solids, in /nternational Journal of Solids and Structures,
1975, Vol 11., pp. 927-934.

[9] HoLZAPFEL: i. m. 348. o.

[10] HOLZAPFEL: i. m. 169. o.

[11] OGDEN, RaymoND WiLLIAM: Elastic deformations of rubberlike materials, in Hopkins H. G.
—SEWELL, M. I.: Mechanics of Solids, the Rodney Hill 60th Anniversary Volume, 1982, Oxford,
Pergamon Press, pp. 499-537.

[12] PERE, BALAZS: Solution of Coupled Thermomechanical Problems Using p-FEM, 2012, Graz,
Austria, 8th European Solid Mechanics Conference (ESMC2012), (CD-ROM, 2 pages).
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tovabbi matematikai atalakitasok utan a kovetkez6képpen alakul:?

(12

P=[S-F'(v0oV,)-FaV-| [ V" -F-pdd+ [ ¥ -F-S-Nda+ [v"-f,dV |=0 )
i () )

i Py

Az igy kapott Osszefiiggés tagjai két csoportra oszthatdk: belsé erdk virtualis
teljesitménye ( P, ) és kiilsé erdk virtualis teljesitménye (P, ). Azaz a kiils6 er6k
virtualis teljesitménye megegyezik a belsé erdk virtualis' teljesitményével,

(!)éir (v ovo)~£dV=(J)

B Feu

VF - pydd+ [ VE-S-NdA+ [V -f,dV (10)
(1) )

ahol P a két virtualis teljesitmény kiilonbsége, fliggvénye a deformalt test
pontjaiba mutaté 7 helyvektornak, a v*fliggvénynek és a hétdgulason keresztiil
a T hémérsékletnek.
P:P(F,T,Tz*) (11)

A hétagulast az alabbi diferencialegyenlet jellemzi:

—=3a,J (12)
oT
ahol «, alinedris hétagulasi egyiitthatd. Ha a fellépé hémérsékletingadoza-
sok nem tul nagyok (7' -7, << T, ahol 7;a referencia hémérséklet), akkor a line-
aris hétagulasi egytitthato konstansnak tekinthetd és a (12) egyenlet megoldasara
a kovetkez6 osszefiiggés adodik:"

J(T) =™ (13)

Keressuk azt a vektormezét 7 =7 (ﬁ) (deformalt alakot) ami a nemlinearis
egyenletet kielégiti P = 0. Feltételezziik, hogy a mechanikai folyamatok kvazistati-
kusan mennek végbe, azaz minden id6pillanatban a rendszer mechanikai szem-
pontbdl egyenstlyban van. Ez azt jelenti, hogy a vizsgélt test pontjainak gyor-
suldsa nullanak vehetd, és az egyéb mennyiségek nem fiiggenek az id6t6l. Mivel
a P=0egyenlet nemlinearis, megolddsahoz a Newton-Raphson-modszert

hasznaljuk:
P(7.")+DP(7.%" )[i] =0 (14)

[13] SzULE, VERONIKA — PERE, BALAZS.: Modelling of Heat Generation in Vehicle Components
Made of Rubber Caused by Finite Deformations, Lecture Notes in Mechanical Engineering, in
Vehicle and Automative Engineering 2, Springer International Publishing AG, part of Springer Na-
ture, pp. 142-157.

[14] EGERT, JANOs — PERE, BALAZS: Finite Element Analysis, 2011, Gyér, Universitas-Gy6r Non-
profit Kft.

[15] HoLZAPFEL: i. m. 347. o.
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ahol 7 (k = 0) egy tetszdleges vektor, DP (7,(,\7*) a Gateaux-féle derivalt [1]
és i az elmozdulds névekmény. A k-adik iterécids 1épés utdn 7, =7 +iU az
iteracio akkor fejez8dik be, ha az # noévekmény értéke egy bizonyos hibahatar
ald nem csokken: i

—<h
7R

4, HOVEZETESI FELADAT MEGOLDASA: VIRTUALIS HOMERSEKLETEK
ELVE

A csatolt termomechanikai feladat megoldasahoz sziikséges a hévezetési egyen-
let megolddsa is. Hasonléan a mechanikai feladathoz ezt az egyenletet is vé-
geselemes moddszerrel lehet megoldani. A végeselemes megoldas eléallitasahoz
a virtudlis hémérsékletek elvét haszndljuk. Azon feltételezésbdl indulunk ki,
miszerint a vizsgalt anyag tokéletesen rugalmas, benne disszipacié nem lép fel:

S—p, ZL; =0 , igy a h6vezetés differencidlegyenlete a kovetkezé alakra médosul:*®

2

pocT:—Vo-z}0+h0+poT%~£ (15)
ahol Ara tomegstliriség a kezdeti konfiguracioban, ¢ a hdkapacitas,
dy a héfluxus vektor a kezdeti konfiguracioban, hya héforras, E a Green-Lag-
range-féle alakvéltozasi tenzor. A (15) egyenlet mindkét oldalat megszorozva

0(7,t) a figgvénnyel és mindkét oldalt integrélva az alabbi alak nyerheté:
. R o’y
cT0dV =—|V,-q,0dV+ | h,0dV + T——-E0dV

Jf% (L o J)O (L/% OEOT = 16
ahol 0(7,t) -t virtudlis hémérsékletmezdnek nevezziik, ami a virtualis sebes-
ségmez6hoz hasonld tulajdonsidgokkal rendelkezik, azaz folytonos és legalabb
egyszer differencialhat6 fiiggvény. A termodinamika masodik fétételébdl leve-
zethetd, hogy a héfluxus a hémérsékletmezd negativ gradiensével aranyos. To-
vabbi alkalmazott atalakitasok utan, a (16) egyenletet nullara rendezve megkap-
juk a virtualis hdmérsékletek elvét, ami mar alkalmas a (15) differencidlegyenlet

kozelité megoldasara:

Y= [ pel 0dv + [ 6g,da+ [ x0V,-V,TdV -
¥) (1) ")
o’y
[ hoav - [ p,T—=—--E0dV =0
) i OEOT =

17)

[16] GYARMATI ISTVAN: Nem egyensuilyi termodinamika, 1967, Budapest, Miiszaki Konyvkiado.
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ahol Y fluggvénye a deformadlt test pontjaiba mutatd 7 helyvektornak,
a 0 fuggvénynek és a hdmérsékletnek, Y =Y(7.7.0) .
Keressiik azt a T(7,7) hdmérsékletmez6t, amelyre a Y = () egyenlet teljesiil.

5. CSATOLT TERMOMECHANIKAI FELADAT MEGOLDASA

Csatolt feladatok megoldasanak elterjedt megolddsi modszere az Gn. operator
hasitds modszere. A modszer két részre osztja a feladat megoldasat. Els6ként
a mechanikai feladat megoldasara keriil sor allando hdmérséklet mellett:

P=P(F,T=const.,\7*)=0 (18)

Ha ez megtortént és rendelkezésre all a fiiggvény, akkor a hvezetési feladatot
kell megoldani a test allandonak vett alakja mellett:

Y =Y(F =const.,T,0)=0 (19)

1. dbra: A csatolt termomechanikai feladat megoldasa

(START)

Next timestep

Solution of heat
conduction problem:

Y= Y(Z‘ = const.,T,H) =0
Result: 7

Solution of
| mechanical problem:
P(F,T =aconst.,\7*) =0

Result: # B
ro=r tu

Yes

A kapott homérsékletmez6t vissza kell helyettesiteni a mechanikai feladatba és
azt Ujra megoldani. Mindezt a két Iépést addig kell ismételni, amig két egymast
kovetd iteracidban a test alakjanak és hmérsékletének megvaltozasa egy hibaha-
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tar ald nem csokken, |7 -7 o, 6.L-T o ahol A, és h, hibakorlatok
s T T
és T a kezdeti hémérséklet. A csatolt termomechanikai feladat megolddsahoz
sziikség van a feladat gyenge alakjara és a mechanikai feladat nemlinedris alak-
janak linearizacidjara. A helyvektor a mechanikai feladat gyenge alakjabol, a hé-
mérsékletmezé a hdvezetési feladat gyenge alakjabol hatarozhaté meg. A nume-
rikus megoldas folyamatabrajat az 1. abra szemlélteti.

6. MEGOLDAS SZEMLELTETESE SZAMPELDAVAL

Tekintsiik egy szilentblokk mechanikai modelljét, az A,B,C forgasszimmetrikus
testeket. Kinematikai peremfeltétel: a kiilsé test merev megfogasa. Dinamikai
peremfeltétel: a bels6 C test 3 szoggel torténd elforditasa. Tovabba a gumiban
nincsenek héforrasok, valamint a kialakult hdmérsékletmezé homogén eloszlast
mutat, ho =0, q, = 0.

A belsé C testet 3 szoggel elforgatva, meghatdroztam a B testen tetszéleges
R sugaron lev$ pont elmozduldsat [3. abra], majd megadtam a kezdeti és pilla-
natnyi konfiguracio kozotti kapesolatot. Az alakvaltozast leird, a kezdeti és pil-
lanatnyi konfiguracié kozott kapcsolatot teremtd ;Z(ﬁ,t) fuggvény a kovetkezd
alakban all el6 R tetszdleges sugaron:

x=(cosp)X +(sing)Y, ahol

) ~ - 5 R —R 5
y=(-sinp)X +(cosp)Y, r(t):;((R,t) p=9-2 R=Jx*+
z=7 :
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A 7 (E,t ) tiiggvény derivélasaval allithat6 el a deformacié gradiens térfogat-
allandosag feltételezése mellett, amelynek ismeretében a kontinuummechanikai
feladat megoldottnak tekinthets. A Cauchy-fesziiltség tenzor elérhetévé valik
a kovetkez6 egyenlet alkalmazasaval:

5
a=ul 3(2—%b,£j+p£ (20)

ahol 4 a nyirasi modulus, b=F-F' abal oldali Cauchy-Green deforméciés
tenzor, p abal oldali Cauchy-Green deformdcids tenzor els skaldr invaridnsa,
J=det(F)=1> I azegységtenzor, P nyomads a térfogat-allandosag kovetkez-
ménye, amely a peremfeltételbél hatdrozhaté meg, azaz 0, =0 feltételbsl.
A p nyomas visszahelyettesitése utdn a Cauchy-fesziiltség tenzor kiszamithato.

A fesziiltségértékek kiszamitasa a wxMaxima program segitségével tortént."”

3. dbra: o fesziiltség dbrazoldsa a sugdr fiiggvényében

sigma_fi kil inbdzd szigelfordulasokra

sigma_fi [MPa]

Ao

[
i P
ad----

R [mm]

[17] SzULE, VERONIKA — PERE, BALAZS: Solution of Thermomechanical Coupled Problem Using
FEM, in Proceedings of the 5th International Scientific Conference on Advances In Mechanical
Engineering (ISCAME 2017), 2017, Debrecen, Hungary, Department of Mechanical Engineeering.
Faculty of Engineering, University of Debrecen, pp. 544—547.
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1, szogelfordulas fliggvényében

abrazolasa a suga

égd

3

4. abra: O pfesziilts

sigma_rkiilinbizd szégelfordulisakia

[edw] ewbis

R [mm]

04------

'
'
'
T

o

2

[edw] 1" ewhis

alfa [fok]

ben 1 Hz frekvencia altal

é

"

érséklet valtozasa az id6 fuggvény

5. 4bra: A h6m

asara

7

gerjesztett rezgés hat

L M e

R

20313 - - -l

20311 -==-1--=f-r-----

203 4 m kool

20208

146 [5]
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A szamitasok elvégzése és a hdmérséklet id6 fiiggvényében torténd valtozasanak
abrazolasa a SCILAB és OCTAVE szamitogépes programokkal tortént. Itt szeret-
ném megjegyezni, hogy a szamitasok elvégzéséhez, a programok hasznalatdhoz
nélkiilozhetetlen segitséget nyujtott szdmomra az UNKP-18-3-1V-SZE-8 palya-
zat keretében beszerzett asztali szamitogép.

7. GUMIBOL KESZULT JARMUALKATRESZEK KIFARADASA

A kifaradas eldrejelzésének két csoportjat kiillonboztetjiik meg:

o azelsd a ,crack nucleation life” azaz a repedés gocképzddési meghataro-
zaséval/elOrejelzésével foglalkozik,

» mig a masik kozelités az egyes repedések novekedését vizsgalja, kitérve
az adott repedés kezdeti geometridjanak leirasdra és az energiavaltozasi
sebességre. Torésmechanikai elméletekre alapoz.

Az egyes modszerek el6nyeit, hatranyait, illetve lehetséges ipari/mérnoki al-

kalmazasait szamos'® irodalom" targyalja.

Szamos a gumi alkatrészek kifaradasat befolyasold tényezd ismert. Ezen té-
nyez6k a kovetkez csoportokba sorolhatok:*

» mechanikai terheléstorténet hatasai,

o  kornyezeti hatasok,

o agumi egyedi tulajdonsagainak hatasai,

o valamint anyagi viselkedésének hatasai.

Ezen fejezetrészben a teljesség igénye nélkiil néhany f6bb - a kifaradasra gya-
korolt hatast — szeretnék kiemelni. A mechanikai terheléstorténet hatésai koziil
kiemelendd az alakvaltozasi kristalyosodas, ami noveli a minimalis alakvaltozast.
Ezen hatas gyakorlati jelent6séggel bir, mivel a gumi alkatrészek gyakran nagy
statikus terhelést szenvednek, ami felett a kisebb dinamikus terhelések ossze-
adodnak. A megnovekedett minimalis alakvaltozas elény6s hatasat természetes
gumi esetén el6szor Cadwell” et al. targyalta. Fielding késébb megallapitotta,
hogy a Butyl-B hasonl6 elénnyel bir, de a GR-S (SBR) nem. Azokra a gumifajtédk-
ra, amelyek nem mutatnak alakvaltozasi kristalyosodasi képességet, a novekvo
alakvaltozas karos hatassal birhat. Fielding szerint az alakvaltozasi kristdlyosodas
felelds a természetes gumi és a Butyl-B élettartamanak javuldsaért. Fontos kii-
16nbség a kristalyosodasra képes és nem képes gumik repedés novekedésében,

[18] LAKE, G. J.: Aspects of fatigue and fracture of rubber, in Progress of Rubber Technology, 1983,
Vol. 45., pp. 89-143.

[19] LakE, G. J.: Mechanical fatigue of rubber, in Rubber Chemistry and Technology, 1972, Vol.
45., pp. 309-328.

[20] Bearty, J. R.: Fatigue of rubber, in Rubber Chemistry and Technology, 1964, Vol. 37, pp.
1341-1364.

[21] CADWELL, S. M. — MERRILL, R. A. — SLomaN, C. M. — Yosr, F. L.: Dynamic fatigue life of
rubber, in Industrial and Engineering Chemistry Analytical Edition, 1940, Vol. 12, pp. 19-23.
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hogy statikus terhelés alatt a nemkristdlyosod6 gumik alland6 repedés-noveke-
dést mutatnak, mig a kristalyosodé gumiknal nincs repedésnévekedés.

Roland szerint az elasztomerek hdokezelése jelentds véltozast okoz kifaradasi
jellemzoikben, a valtozas természete/jellege fiigg a gumi deformaciojatol a héke-
zelés alatt. A hokezelés parhuzamosan fejti ki hatasat mind a gumi kifaradasi élet-
tartamdra mind a huzasi szilardsagara. Elég nagy alakvaltozasok és frekvenciak
esetén egy djabb fontos tényez6t kell figyelembe venni: a héinstabilitast, tilme-
legedést. A tilmelegedés akkor kovetkezik be amikor a belsé energia disszipacio
sebessége nagyobba valik mint a h6vezetési sebesség a kornyezet felé. Amikor ez
bekovetkezik, a hdmérséklet gyors névekedésnek indul, a gumi tonkremenetelét
okozva. Ezen melegedésre numerikus szimulaciokat végeztek.”

A kornyezeti hatasok koziil figyelemre méltd a hémérséklet hatésa: a megemel-
kedett hdmérséklet karos hatast gyakorol a gumira, mind a repedési gocképz6dési
élettartamra, mind a kifdradasi repedésnovekedési sebességre vonatkozéan.

OSSZEFOGLALAS

Jelen cikkben a megvaldsitott kutatasi eredmények bemutatasara kertilt sor, igy
a csatolt termomechanikai feladat megoldasara, azaz szimuldcid fejlesztésére
a termodinamikailag konzisztens leirdsmod alkalmazasaval, valamint a gumial-
katrészek kifaraddsara vonatkozo szakirodalmi hattér osszefoglalasara. A cikk-
ben a csatolt termomechanikai feladat megoldasi modszere keriilt bemutatasra,
amely alkalmas alakvaltozasok és homérsékletvaltozasok szamitasara gumibdl
készilt jarmiialkatrészek esetén. A kifaradasra vonatkozo szakirodalmi hattér
Osszefoglalasa a késobbi kifaradas- és élettartam szamitdsok alapjaul szolgal.
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